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Arvores AVL

Os algoritmos vistos trabalham sobre a arvore toda.

Se houver a necessidade de manter o balanceamento a cada inser¢do ou remogao, entao
sua eficiéncia fica bastante prejudicada.

O balanceamento da arvore pode ser realizado localmente se apenas uma porg¢do da
arvore for afetada por operacdes de inser¢ao ou remog¢ao.

Uma alternativa para esse problema € fazer uso e algoritmos que trabalhem apenas em
parte da arvore, a cada inser¢ao ou remogao.

Um meétodo classico para o balanceamento local de arvores foi proposto por Adelson-
Velskii e Landis e € usado na arvore que recebe a nomenclatura : AVL.

Uma arvore AVL, também conhecida como arvore admissivel ¢ uma arvore na qual as
alturas das subarvores esquerda e direita de cada no6 diferem no maximo por um.



Arvores AVL

Os nimeros nos nos indicam os fatores de balanceamento que sdo as diferencgas entre as
alturas das subarvores esquerda e direita.

Numa arvore AVL todos os fatores de balanceamento devem ser +1, 0 ou -1.

A defini¢do de arvore AVL ¢ semelhante a da arvore balanceada, mas as técnicas de
balanceamento estdo implicitas na defini¢ao.

Se o fator de balanceamento de qualquer n6 em uma arvore AVL se torna menor do que —1 ou
maior do que 1, a arvore tem que ser balanceada.
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Condicao de balanceamento

¢ Uma arvore vazia € balanceada AVL.

¢ Uma arvore nao vazia T={r,TL, TR} € balanceada AVL se
tanto TL quanto TR forem balanceadas AVL e

¢ |hL-hR| <1

¢ onde hL é a altura da arvore TL e hR é a altura da arvore
TR.



Balanceamento de Arvores AVL

¢ InsercOes e remocoes podem destruir o equilibrio de uma arvore.

¢ ApOs a operacao ser efetuada € necessario verificar se houve
quebra da propriedade de balanceamento da arvore.

A verificacao do balanceamento da arvore ¢é feita através do

controle das alturas das sub-arvores esquerda e direita da raiz da
arvore.

Se 0o moédulo da diferenga das alturas(altura da sub-arvore direita —
altura da sub-arvore esquerda) for maior que 1,

¢ houve a quebra do balanceamento, e

¢ ha a necessidade de re-estruturar a arvore para que ela volte a ser
balanceada.



Balanceamento de Arvores AVL

¢ Uma arvore AVL sempre 1ra procurar manter-se uma arvore binaria
quase completa, ou seja,

uma arvore tal que o numero de passos(operacdes) necessarios para se
realizar qualquer algoritmo sobre a arvore seja no maximo log n.

¢ Dada uma raiz r com subarvores L (left) e R (right), e supondo que a
insercao deve ser feita na sub-arvore da esquerda. Pode-se distinguir 3
Casos:

Se hLL = hR, entao L e R ficam com alturas diferentes mas continuam
balanceadas.

Se hL < hR, entdo L e R ficam com alturas iguais e balanceamento foi1
melhorado.

Se hLL > hR, entao L fica ainda maior e balanceamento foi violado.



Balanceamento de Arvores AVL

¢ NOs 9 ou 11 podem ser inseridos sem balanceamento. A subarvore
com raiz 10 passa a ter duas subarvores e a arvore com raiz 8 vai
ficar melhor balanceada!

¢ Insercao dos nos 3, 5 ou 7 requerem que a arvore seja

rebalanceada! 8
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Balanceamento de Arvores AVL

¢ A operacgao basica para balanceamento de uma arvore AVL € a
rotacao.

¢ Para o balanceamento da arvore pode-se realizar:
rotacoes simples ou
rotacoes duplas.

¢ Uma rotacao simples ocorre quando um no esta desbalanceado e
seu filho estiver no mesmo sentido da inclinacao.

¢ Uma rotag¢ao-dupla ocorre quando um no estiver desbalanceado e
seu filho estiver inclinado no sentido inverso ao pai.



Balanceamento de Arvores AVL

¢ Tipos de rotacao
1° Caso: Rotagao simples a esquerda

rotagie simples
& esquerds
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- O n6 intermediario(3) € maior que seu pai(l), porém, € menor que seu filho(5).

- Logo o n6 intermediario(3) deve ser escolhido para ser a raiz da arvore resultante.

- O no corrente(1) tem que cair para a esquerda, ou seja, ser rotacionado para
esquerda.



Balanceamento de Arvores AVL

¢ Tipos de rotacao
2° Caso: Rotacao simples a direita

rotagio simples
4 direita
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*O no intermediario(3) € maior que seu pai(1), porém, € menor que seu filho(5).
*Logo o n¢ intermediario(3) deve ser escolhido para ser a raiz da arvore resultante.

*O no corrente(1) tem que cair para a direita, ou seja, ser rotacionado para direita.



Balanceamento de Arvores AVL

¢ Tipos de rotacao

3° Caso: Rotac¢ao dupla a esquerda

“‘-. rotachs simples
v 4 esquerda
II
! 1
¥

O no intermediario(5) € maior que seu pai(1)e é maior que seu filho(3).

v rotagio simples
; & direita

L
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Logo o no intermediario(5) deve ser trocado com o seu filho(3), por uma

rotacdo a direita, caindo no 2° caso; Entdo aplica-se uma rotacao a
esquerda.



Balanceamento de Arvores AVL

¢ Tipos de rotacao

4° Caso: Rotac¢do dupla a direita
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rotacho simples
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O no intermediario(1) & menor que seu pai(5) e menor que seu filho(3).

Logo o no intermediario(1) deve ser trocado com o seu filho(3), por uma

rotacado a esquerda, caindo no 2° caso; Entao aplica-se uma rotacgéo a
direita.



Balanceamento de Arvores AVL

¢ Uma arvore AVL pode se tornar desbalanceada em 4 situacdes, mas
somente duas sdo analisadas pois ha simetria entre os casos.

Insercdo de um no na arvore esquerda do filho esquerdo
Insercdao de um no na arvore direita do filho esquerdo
Insercdao de um no na arvore esquerda do filho direito
Insercdao de um no na arvore direita do filho direito

¢ Casos 1 e 4 simétricos; casos 2 e 3 simétricos
¢ Casos 1 e 4 sao resolvidos com uma rotagcao simples.

¢ Casos 2 e 3 sdao resolvidos com uma rotacao dupla.



Balanceamento de Arvores AVL

¢ Balanceamento tipo 1:

0 no raiz de uma subarvore tem fator de balanceamento 2 ( -2) e tem um
filho com fator de balanceamento 1 (-1) o qual tem o0 mesmo sinal que o
fator de balanceamento do no pai.

¢ Solucao: rotacao simples sobre o n6 de fator de balanceamento 2 (-2).

Rotac¢des sao feitas a esquerda quando o fator de balanceamento for
positivo e a direita quando o fator de balanceamento for negativo.
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Balanceamento de Arvores AVL

¢ Algoritmo para rotagao a direita sobre o no p

rotacao_direita (p);
{
q =esq(p);
temp = dir(q);
dir(q) = p;
esq(p) = temp;
§

¢ Algoritmo para rotagao a esquerda sobre o n6 p
rotagdo_esquerda(p)

{
q = dir(p);
temp = esq(q);
esq(q) = p;
dir(p) = temp;

¥



Balanceamento de Arvores AVL

¢ Balanceamento tipo 2:

o no raiz de uma subarvore tem fator de balanceamento 2 (ou

-2) e tem um filho com fator de balanceamento -1 (ou 1) o qual
tem o sinal oposto ao fator de balanceamento do no pai.

¢ Solucao: rotagcao dupla.

primeiro roda-se o nd com fator de balanceamento 1 (-1) na
direcdo apropriada.

depois roda-se 0 no que tinha fator de balanceamento -2 (2) na
direcdao oposta.
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Rotacao a esquerda Rotacao a direita



Arvores AVL

¢ Remocao

A remocao em arvores AVL ¢é similar a remo¢dao em uma arvore binaria de
busca.

Todavia, € preciso verificar o balanceamento e, se necessario, aplicar algumas
das rotacoes.

A retirada de um valor de uma Arvore AVL ¢é mais complexa do que a
1nsercao.

Enquanto qualquer inser¢ao sempre ocorre numa folha da arvore, uma retirada
envolve pelo menos dois casos distintos: os nds com dois filhos e os demais
nos.

Em geral € usada a remo¢ao por copia pois a remog¢ao por fusao pode criar um
grande desbalanceamento na arvore.

A remocgdo de um no6 ndo precisa necessariamente de uma rotagdo imediata
pois ela pode melhorar o FB de seu ascendente, mas ela pode piorar o FB do
avo.



Arvores AVL

¢ Para a remoc¢ao pode-se cair em um dos casos:

¢ Rotacgao simples a esquerda:

A remoc¢do do no 1 deixa a arvore com desbalanceamento do
tipo 1.

Aplica-se o algoritmo de rotagcao simples a esquerda sobre a
raiz onde ocorreu a quebra do balanceamento.



Arvores AVL

¢ Rotacado simples a direita:

A remocdo do no 15 deixa a arvore com desbalanceamento do
tipo 2.

Aplica-se o algoritmo de rotacdao simples a direita sobre a raiz
onde ocorreu a quebra do balanceamento.



Arvores AVL

¢ Rotacado dupla a esquerda:

A remocdo do n6 1 deixa a arvore com desbalanceamento do
tipo 3.

Aplica-se o algoritmo de rotagcdao dupla a esquerda sobre a raiz
onde ocorreu a quebra do balanceamento.



Arvores AVL

¢ Rotacdo dupla a direita:

A remocdo do no 15 deixa a arvore com desbalanceamento do
tipo 4.

Aplica-se o algoritmo de rotacdo dupla a direita sobre a raiz
onde ocorreu a quebra do balanceamento.
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¢ Antes da remocao
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¢ Antes da remocao

Apos a remogao Apos o rebalanceamento
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¢ Antes da remocao
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¢ Antes da remocao
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¢ Antes da remocao
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¢ Antes da remocao
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¢ Antes da remocao
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